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Resumen

Se definen los procesos estocdsticos de nivel mds
ruido y se sugiere su utilizacidén para la modelacidn de fendme
nos que se desarrollan en el tiempo y que en momentos aleato
rios presentan cambios a niveles aleatorios.

Se define el proceso de niveles reales y se halla
su estimador lineal de minimo error cuadrdtico medio.

1. Introducecidn

Desde fines del siglo pasado se ha ido produciendo
lentamente un cambio fundamental en el enfoque de las investi
gaciones en todas las disciplinas cientificas, 1legdndose ast
al convencimiento de que en miltiples situaciones, los modelos
probabil{sticos son mucho mds realistas que los modelos deter
ministicos. En consecuencia, no existe en la actualidad campo
de la ciencia en donde los conceptos de aleatoriedad y probabi
lidad no intervengan. Si a esto se le suma la necesidad de
analizar problemas que se desarrollan en el tiempo, se llega
naturalmente a considerar el indeterminismo en estudios dindmi
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cos. E1 afdn de modelar estos fendmenos (que no solamente son
aleatorios sino que también cambian a través del tiempo o el
espacio) condujo a la aparicién de la teoria de los procesos
estocdsticos. Dentro de esta teorfa es donde se enmarcan los
procesos estocdsticos de nivel mds ruido (PEN + R).

Los PEN + R fueron definidos por Boes y Salas (1978)
abarcando casos especiales que habfan sido sugeridos antes
por Hurst (1957) y Klemes (1974). Si bien es cierto que la
formulacion inicial de los PEN + R apuntaba al modelamiento
de variaciones observadas en los niveles de series de tiempo
hidroldgicas, su generalidad y flexibilidad unidas a la senci
1lez para su simulacidn en computadoras, hacen de estos poten
ciales candidatos para el modelado de series de tiempo en cual
quier otro campo de la ciencia. Como una gran variedad de fend
menos econdmicos son susceptibles de ser modelados mediante
procesos estocdsticos, es dable esperar que los PEN + R puedan
también ser utilizados ventajosamente en esta disciplina.

2. Definicion y ejemplos

La definicién de los PEN + R surge de la necesidad
de modelar fendmenos que se desarrollan en el tiempo (o espa
cio) y presentan cambios aleatorios de nivel. En las ciencias
aplicadas se observan algunas series de tiempo que luego de
fluir en un cierto nivel pasan, a partir de un momento, a mo-
verse en otro nivel debido a causas, desconocidas o no, que
ocurren en forma aleatoria. Esta situacién de cambios a nive
les aleatorios en momentos aleatorios que se reitera con el
transcurso del tiempo caracteriza a estas series temporales.
Una forma de modelar esta realidad es separando a este comple
jo fendmeno en procesos mds simples que representen cada una

de sus componentes.
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Figura N° 1

Realizacidn del proceso de niveles subyacentes

Realizacidn del proceso de ruidos
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Realizacion del proceso estacdstico de nivel mds ruido (PEN +R), resultante
de la realizaciones de los procesos componentes graflcados
orriba.

O1b, H.E Miranda{A. Com Veuai }
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Evidentemente existen tres componentes que gobiernan
en forma separada la aleatoriedad presente en estos procesos,
a saber:

1 - Un proceso de niveles subyacentes que denotaremos por
{L k}k o® cuya realizacidon establece para cada tiempo el ni
vel en el que puede estar la realizacién del PEN + R resul-
tante.

2 - Un proceso de ruidos que denotaremos por {Ng}k=1, cuya
realizacidn establece las perturbaciones con que se observa

en cada tiempo el nivel en que se encuentra la realizacidn
del PEN + R.

3 - Un proceso de tiempos de espera que denotaremos por
{wk}k 1, cuya realizacidn establece los tiempos de permanen-
cia de la realizacidn del PEN + R en los distintos niveles
alcanzados.

Asociado con este proceso aparece el proceso de los
tiempos de cambio que denotaremos por {Ek}gzo y que estd defi
nido por E5 =0y Ek=i£1w1 parak=1,2,.. Larealizacidnde este
proceso determina los momentos en los que se producen los
cambios de niveles en la realizacidén del PEN + R.

A partir de las realizaciones no observables de cada
uno de los procesos componentes se obtiene la realizacidn ob-
servable del PEN + R. A modo de ejemplo, para clarificar la
descripcion anter1or, en_ la grdfica de la figura N° 1 se obser
va una realizacion {zk}k o del proceso de niveles subyacentes,
una realizacidn {ny}y=1 del proceso de ruidos, una realizacién
{Wk}k:1 del proceso de tiempos de espera (y en consecuencia
una realizacidn {ek}k:o del proceso de tiempos de cambio) y
la realizacién {zg}, 7, del PEN + R, que es Ta resultante de
Ta conjugacidn de las realizaciones dadas de 1os tres procesos com
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ponentes. NGtese que de la realizacidn del proceso de niveles
subyacentes, s6lo participan en la realizacién del PEN + R
aquellos niveles (a Tlos que T1lamaremos niveles reales) que
ocurren en los tiempos de cambio, es decir dnicamente son
considerados aquellos niveles subyacentes que tienen como sub
indice a los valores establecidos por la realizacién {ek}:;o

L. * ok * * % * %
(En 5] gr§:1co son e =L 5 fe = Ry 5 Le, T 135 fey =85,
Y £84 - Z26)'

Se puede ahora comprender la siguiente definicidn

formal de PEN + R.

Definicion 2-1

%* © . -] oo . _

Sean {L, }k=0 3 ANkl oq ¥ {Wg} ., sucesiones de va

riables aleatorias definidas en el espacio de probabili
dad (o, A, P) tales que:

1 - {wk}k:1 es una sucesion de renovacién discreta (con valo
res en el conjunto N de nidmeros naturales), es decir {Wi} es
una sucesion de variables aleatorias no negativas
independientes con valores en N tales que Wy vFy con E[W] < =
para k = 1,2,..

2 -E[L, 1= E[NK] = 0 para todo ke N.

Se dice entonces que {Zn}n:1 es un proceso estocdsti
co de nivel mds ruido (PEN + R) discreto, con proceso de
niveles subyacentes {Lj }kio’ proceso de ruidos {Nk}kz1 y
proceso de tiempos de espera {wk}kjl, si se verifica que Z,
estd definido para todo ne N, por:

*
(2-1) Zn = L _,+ Ny si Eg-1=n<E, donde

k
Eo=0y Eg = '21 Wi para k = 1,2,...
1:
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Notas

I - De la igualdad (2-1) surge que el nivel correspondiente
a todos los Zp cuyo valor de n es tal que Eyoq SN <Eg es el

*
mismo L, ;3 esto sugiere definir un nuevo proceso formado por
los niveles que realmente intervienen en los Z,. A este proce
so de niveles reales 1o denotaremos por {Li}i:; y estard defi
nido por:

* .
(2.2) Lp = Lg.p ST By s n < Eg

Con esta notacidn, la igualdad (2-1) se reduce a:
(2.3) Zp =1L, + N,

II- Una definicidn andloga para el caso en que la sucesidn
{Wx} esta formada por variables aleatorias continuas conduce
al concepto de PEN + R continuo.

IIT - En algunos casos (Leiva, 1984 (a)) conviene exigir
que {wk}kjl sea una sucesién de renovacién retardada en equili
brio, es decir {wk}gzl sucesién de variables aleatorias no
negativas con valores en N tal que Wy~ Fy con E[W]< = para
k =2,3,... v W1ﬂ1Fw1 donde

[ (1-Fy(t)y g
E[W]

le (x) =—

IV - Los PEN + R constituyen un caso particular de una clase
mas amplia de procesos estocdsticos, la de los 1lamados Proce
sos estocdsticos de nivel cambiante (PENC) cuya definicidn pue
de verse en Cline (1982). Las propiedades que vinculan a Tos
PENC, y por ende a Tos PEN + R, cor la teoria de procesos
estacionarios y con Ta teoria de martingalas estdn desarrolla
das respectivamente por Leiva (1984 (a) y 1984 (b)).

V - Los PENC, y en particular los PEN + R, estdn estrechamente
relacionados con los siguientes temas de actualidad de la teo-
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ria de probabilidad y estadistica:

- E1 problema de punto de cambio (change point problem) estu-
diado entre otros por Chernoff y Zacks (1964), Kander y Zacks
(1966), Gardner (1969), Bhattacharya and Johnson (1968), Sen
and Srivastava (1975), Hawkins (1977), Pettitt (1979), Schecht
man (1983 a), Yao (1984);

- E1 problema de la regresidn a trozos (piecewise regression)
estudiado entre otros por Quandt (1958 y 1960), Inselman y
Arsenal (1968) Mc Gee y Carleton (1970), Gallant y Fuller
(1973), Brown, Durbin y Evans (1975), Ferreira (1975), Maronna
y Yohai (1978), Schechtman (1983b); y

- E1 problema de extremos en series de tiempo (turning
points).

Ejemplos de PEN + R

Para definir un PEN + R basta con especificar cada
uno de sus procesos componentes y las relaciones de dependen-
cia entre ellos. Asi es como un caso de PEN + R geométrico-
normal-normal queda determinado, por ejemplo, por las siguien-
tes especificaciones: . B
, W9 Geométrica (v), Ly WO N (0,007) y 140 N (0,(1-0) o)
siendo estas sucesiones independientes entre si.

Otro caso tedrico interesante es considerar que exis
te no sGlo dependencia dentro de los procesos de niveles subya
centes y de ruidos sino también entre ellos. Por ejemplo se
puede exigir que tanto el proceso de niveles subyacentes {L:}
como el proceso de ruidos {Nk} sean procesos autorregresivos
y que exista una dependencia, homogénea en el tiempo, entre
ellos. Una manera de hacer esto es tratando a estos procesos

%
componentes como un procesoautorregresivobivariado{(Lk, Nk)L
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Cualquier fenémeno econdmico que evoluciona en el
tiempo y estd sujeto a cambios a niveles aleatorios producidos
por causas que ocurren aleatoriamente en el tiempo puede ser
susceptible de modelarse mediante estos procesos. La ventaja
de estos procesos es que modelan no sélo las fluctuaciones
debidas a ciclos o a perturbaciones aleatorias, sino también
a las fluctuaciones esporddicas, es decir las variaciones irre
gulares (cambios de nivel) provocadas por la presencia de even
tos accidentales. Asi, por ejemplo, se tienen: las variaciones
en la produccidén agropecuaria causadas por los dafios por inun
daciones, sequias o plagas; las variaciones de los niveles
de la actividad industrial por accidentes o catdstrofes; la
obsolescencia causada por la innovacién tecnoldgicas y su in-
fluencia en procesos productivos; la aparicién de la marea
roja y su influencia en los niveles de actividad pesquera;
etc.

3. Proceso de niveles reales

En la nota I que sigue a la definicidn (2-1) se defi
nié mediante la igualdad (2-2) al proceso {Lk}kzo que denomina
mos proceso de niveles reales. En esta definicidn estdn involu
crados tanto el proceso de niveles subyacentes {LI} como el
proceso de tiempos de cambio {Ek}k:O » por 1o que resulta nece
sario relacionar las caracteristicas del proceso {Lk} con las
de estos dos procesos componentes. Para facilitar la lectura
de ésta y de la siguiente seccidn sélo se presentan los enun-
ciados de los teoremas que establecen los resultados, dejando

sus demostraciones para el apéndice.

Para comenzar conviene establecer ciertas definicio

nes vinculadas con el proceso de tiempos de cambio {Ek}k:o’
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Definicion 3-1

Dados, h, k ¢ N con h £ k y dado v tal que o £ v
< k - h se dice que h y k son v prdximos respecto del proceso
de tiempos de cambio {Ek} si y s6lo si existe i ¢ N tal que
Biop S h < By ¥ By s ke By

Notar que el enunciado "h, k son v préximos" define
un evento aleatorio y en consecuencia tiene sentido preguntar
se cudl es la probabilidad de ocurrencia de dicho evento.

Para ellos utilizaremos el proceso de renovacidn
{R (i): ie N} (ver Cinlar (1975), Ross (1970)) definido por
R (i) = sup {m : Em < i}, es decir R(i) cuenta el nidmero de
cambios (renovaciones) que ocurren hasta el momento i, en con
secuencia R(i) = n & En < i< En+1‘

Se puede entonces deducir (ver apéndice parte 1)
que para k, h y v como en la definicidn 3-1 es

(3-1) Pr [h y k sean v-préximos] = Pr [R(k-h) = v]
de donde

{1 - Flk=h) si v =0
Pr [h y k son v-prdximos] = '
(Fv(k—h) - Fv+ﬁk—h) siv=1,2..

donde Fv(t) = Pr [Ev§'t]
En el caso en que {W.} es un sucesién de renovacidn

retardada en equilibrio, es

1- Fw (k-h) siv=0

Pr [h y k son v-préximos]= L 1
Fp # Fyog (koh) = Fy (k) s
v =1,2...

- o a1 . .
con le * FO le y donde * indica convoluciodn.
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Con estos resultados es fdcil demostrar el siguiente
teorema que establece una relacidn entre el proceso de niveles
reales y los procesos de niveles subyacentes y de tiempos de
espera.

Teorema 3-1

Sean los procesos {LE} y {wk} como en la definicidn
2-1 y supongamos ademds que son independientes entre si y que
{Lz } es débilmente estacionario, denotando por 0: = Cov (L?,
L?+k) para k = 0,1,2,... Bajo estas condiciones el proceso
de niveles reales {Lk} es también débilmente estacionario con

media 0 y autocovarianza dada por

[ k=h]
Ohk = Cov [Lh, Lk] = 3 c;:FH*[hyl<seanv—préximos]=por (3-1)
v=0
|[k-h|
= 3 o Pr [R (|k-h]) = vl
v
v=0

(Ver demostracidn en la parte 2 del apéndice).

4. Estimacidn del proceso de niveles reales

Los PEN + R constituyen un modelo tedrico suscepti-
ble de ser postulado para fendmenos que ocurren en las mas
diversas disciplinas de la ciencia. Sin embargo, para poder
efectivamente aplicarlos a datos concretos es necesario consi-
derar a estos procesos desde el punto de vista estadistico.
Como consecuencia de las distintas necesidades del usuario
aparecen diversos problemas de estimacidn. EI interés puede
estar en la estimacién, a partir de los datos de una realiza
cién de un PEN + R, ya sea de algunos de los pardmetros de

los procesos componentes o de Tos niveles reales cuando aque-
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1los pardmetros son conocidos. En esta seccién nos ocupamos
inicamente de este Ultimo caso, y concretamente nos proponemos
encontrar el ‘"mejor" estimador Tlineal de una combinacidn

lineal cualquiera del vector L' = (L L2’ v Ln), basdndonos

en el vector observable 7' = (th ces Zn) Y suponiendo
conocidos Tos pardmetros de los procesos componentes. Dada
una combinacidn lineal cualquiera a'L donde a ¢ # ", entende-
mos por sumejor estimador lineal a una combinacidn lineal b'Z
con b e ", que minimice el error cuadrdtico medio

E[(b'Z-a'L)Z]. Para ello es conveniente adoptar la si

guiente notacidn:

| - . |= n |=
a'= (ag, a5, ... a,) ;b (by, cees b JER, Z (Zl,Zz,.,Zn)

L = = ] 1 - 1 L=
L (chk) matriz de varianza-covarianza de L (Ll’LZ"”Ln)

Iy = (th)z matriz de varianza-covarianza de N'=(N1,N2,..,Nn)
LINT covarianza de L con N; B= r PR D Iyt Iy Y A=B+D

En To que sigue suponemos que la matriz A es inver
tible para evitar el uso de inversas generalizadas. Notar que
A=ZZ=ZL+N'

Teorema 4-1

Sean {Lk}, {Nk} y {wk} los procesos respectivamente
de niveles reales, de ruidos y de tiempos de espera correspon
dientes a un PEN + R {Zk}, tales que el proceso de tiempos
de espera es independiente de los otros dos procesos componen
tes. Con la notacidén anterior, el estimador lineal de minimo
error  cuadrdtrico medio para a'L es b'Z donde b = A'1
B'a = (I—A'1 D') a y para este valor de b es

E[(b'Z -a'L)%]=a' (2, - pA"l p')a =a'(z,-8A"'8') a

(Ver demostracidn en la parte 3 del apéndice).
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En particular para obtener el estimador lineal de
minimo error cuadrdtico medio del nivel real correspondiente
> ' = t -
al tiempo t hay que tomar a e (elt""ent)

_fosiift
1sii=t

con eit= (‘S_it

s, con 1o cual 1lamando
M= (m,.)=3, -0D A"l b resulta

. Z = (t-ésima columna de A-lB'). Z con

E[(Et - Lt)2] = e% M ey = My, = t-ésima componente de la dia-

gonal de M.
En consecuencia, una posible medida del error prome
dio que se comete al estimar el vector L' = (Ll’ cees Ln) es
1 0 - 2 traza (M)
= E -
n Z [(Lt Lt) ] n
t=1
Ejemplo
iid

Consideremos el caso en que {W.} es tal que W. " Geo

métrica (n), osea_P[Ni =n] = (i - n)n'l.w para n = 1,2,...

Se puede pensar que estas variables surgen de 1la
existencia en cada n e N de una variable Bernoulli con pardme
tro m que indica la aparicién o no de una renovacién en ese
punto. Desde este punto de vista es fdcil ver que el ndmero
de renovaciones hasta el momento h, con h ¢ N fijo, tiene una
distribucion binomial con pardmetros w y h, es decir

Pr [R(h)=v] = (") «¥ (1-m)"V

Supongamos ademds que el proceso de niveles subyacen

* * *
tes {Lk}es débi]menteestacionarioconnmdia()yCov.(Li,L1+k)=
* Ird -
oy = Ozpk para k=0,1,... (por ejemplo este serd el caso si

{LE} es el proceso autorregresivo de orden 1 dado por
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Lk ka ]+ e con |o|<1). Se obtiene entonces que

kenl i
Ohk = Cov (Lh, Lk) = VEO OV P [R(‘k_hl)zv:I:GZE[pR(lk h‘)]___

2 1(1em)t oK T 2 02 TP Gonde o = (1om) # pr.

Sabemos que el estimador lineal Li de minimo error
cuadrdtico medio para el i-ésimo nivel real L estd dado por

L. B A""Z dondeZB = 2L+ ZLN_y A=B+D = ZL+ZLN+ZN+2NL
ademas es E[(L -L;)] = e; Me, donde M=z, - D A-1 D'

Supongamos que el proceso de ruidos {N } es indepen
diente del {L }y que I {y 3‘1 Jl} entonces resulta que

A= (a ..) donde 355~ oli-3l+ 2 gli-J| (En particular cuando
g8 =0y y™=1es a,. = §,. +t o2a ‘T'J{ con lo cual el esti-
ij ~ ij 1

mador lineal L1 resulta simplemente L = e A 7).

5. Apéndice

1-"Parahs k y0s=sv < k-hes

h+1
Pr [h,k sean v-prdximos] = z P[E1 1= i Eipvet §k<Ei+v]=
h+l htl
= {1Pr[R(h)=1‘-1,R(k)-1+v 1]= ler[R (k)-R(h) =v,R(h)=i-1]
i= i
h+1
=Pr[R(k-h)=v] Z Pr[R(h) = i-1] =Pr [R(k-h)= v].

2 - Demostracién teorema 3-1

Si suponemos h £ k y si con IC denotamos la funcidn
caracteristica (o indicadora) del conjunto C, es decir

fosix¢cC

entonces
Ll si xeC

I (x) =
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h+1 k+1
i~ 1 J 1
hl k-h+i
=7 yOELL el (h) oo (k) oy -
=1 =1 i-1 [Ei10B4)7 LEj1HEy)
+1  k-h+i
= Y o, . PrlE. . <h <E,, E. . sk <E.]
=1 j=i ! -1
k-h h+1
—v=ocv 121 PriEy (S h<Bp Eip  Ske<Bi 0=
k-h
=y Pr [h, k sean v-préximos]
V=0

38 -~ Demostracidon teorema 4-1

Dados a, Zs Iy Y Iy se quiere encontrar un valor
de b que minimice ¢(b) = E[b'Z-a'L)Z].

Denotando con d al vector b-a, notemos primero que
por (2-3) es Z=L+ Ny en consecuencia (b'Z—a'L)2=

(d'L+b'N)(d'L+b'N)'=d'LL'd+b'NN'b+2d'LN'b de donde

¢(b) = d‘zLd+b'sz+2d'ZLNb= g't g donde

L LN

g|=(d|,b:) y z=

z z

NL °N

Derivando ¢ (b) respecto de b e igualando a 0 se ob-

tiene
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8y _ 6 (b'Ab-2 a'Bb+a'r,a) = 2Ab-2B'a=0
§b sb L
cuya solucidn es

1 -1Dl) a.

(5-1) b = A"" B'a = (I-A
Esta dltima expresidén de b sugiere considerar la si

guiente forma cuadrdtica
g (b) = [(b-a)*A"!D'a]" A [(b-a)+A"'D'a].

Desarrollando q (b), sumando y restando a'zNa_y agru

pando adecuadamente, resulta

q (b) =¥(b) - K donde K = a' (ZN - DA

De donde se deduce que el minimo de ¥(b) se obtiene
para el valor de b que hace q (b) =0, o sea el b definido por
(5-1) y que el valor minimo devyes la constante K.

-1DI) a-

Finalmente, recordando que A es simétrica, resulta
zy -DATID' =5y -(A-B) ATH(A-B) "= £y-A-BAT IR A A 1B! BAT A=

- "‘1 1 i — J "]- [ S| ‘1 t
—ZN-(2N+ ZNL+B)—BA B +B+B—-ZNL+B -BA B =Ly - BA °B

=3 -8 Al

L B'.

Lo que demuestra la otra expresién de K.
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